6. Limite de una funcion en el infinito

Si se considera la expresién algebraica de una funcién f(x) como el término
general de una sucesion, el limite de la funcién cuando x tiende a infinito coin-
cide con el limite de la sucesion.

» El limite de una funcién f(x) cuando x tiende a + o
es un nimero real L cuando para valores muy
grandes de x los valores de la funcién se aproximan
al niimero L.

lim f(x) =1L

X—+ +oo

o lim f(x) = + oo silos valores de la funcién crecen cada vez més.
X— +0o0

e lim f(x) = — oo silos valores de la funcién decrecen cada vez més.
X— +oo

o Ellimite de una funcién f(x) cuando x tiendea —co .- Y}
es un ntimero real I cuando para valores muy pequefios = L
de x los valores de la funcién se aproximan al niimero L.
im f(x) =1L

X— —00

X

e lim f(x) = + oo silos valores de la funcién crecen cada vez mds.
X— —00

e lim f(x) = — oo silos valores de la funcién decrecen cada vez mas.
X=+—00

Calcula el limite de estas funciones cuando x tiende a infinito.
2 4x3 + 2x
a) f = = f = —
) fx) % b) f(x) 7
a) Serepresenta la funcidn para estudiar los valores de f(x).
Cuando x toma valores muy grandes,
X — +oo, f(x) se aproxima a Q.
im fx) = lim L 0
X— +oo X—+oo X

.....

Cuando x toma valores muy pequerios,
Xx = —co, f(x) también se aproxima a 0.

{{m fix) = lim %=O

b) A partir del calculo de limites para las sucesiones, se sustituye x por n,
cuando x — +o0, 0 por —n, cuandox — —eo,

'y
- SE ESC | § =3 ASl
El limite de una funcién f(x)
cuando x tiende a +eoes L.
,”f{’ fix) =L
El limite de una funcién f(x)
cuando x tiende a —co g8 +co,
lim f(x) = +oo
X—+—00
Jm fo) = o lm fog = +oo
YI A = YA
| X X
l X X
Y a Kooy
Jm oo =~ lm fi9 = —eo
DATE CUENTA

im 4°+2x _ im 4n® + 2n :izd
xmtw 3—7  nmw p3—7 1
A3 +2x o A=nP+2(=n . —d4n*-2n —4
i~ i =t = i ==
xm—w x3—7  nme (=) =7 e —n—7 =]l
A /IDADES
(') Calcula estos limites. ) Halla los siguientes limites.
A+ 2x—1 30— 1) .
¥ Rrey e g b i S 0 g =a)

150

En la préactica, el grado de

los polinomios decide el limite,
por lo que la sustitucién

de x por co no se realiza y se da
el resultado directamente.

Iim—2-=0

X=to X

e

x{{n:"a; x3—=7 _T_4
A



7. Limite de una funcién en un punto

7.1. Limites laterales

Para estudiar cémo se aproxima una funcién a un punto hay que considerar la
aproximacion por la izquierda, con valores menores que él, y por la derecha,
con valores mayores. Estas aproximaciones se llaman limites laterales en un
punto.

¢ El limite de una funcién f(x) cuando x tiende a un punto ¢ por la
izquierda es un niimero real L cuando para valores de x muy préximos

a ¢y menores que c los valores de la funcién se aproximan a L. Y !
lim flx) = L /\
X=c .L_ ...... : S, .
¢ Ellimite de una funcién f(x) cuando x tiende a un punto ¢ por la s

derecha es un nlimero real Z cuando para valores de x muy préximos
a cy mayores que c los valores de la funcién se aproximan a L.

o lim f(x) e

= +ooolim f(x) = + oo cuando para valores muy -

c X
X3
préximos a ¢, menores que ¢ 0 mayores que ¢, respectivamente, v
los valores de la funcién crecen cada vez més. N T —
- 1 "
e lim flx) = —oo o0 lim f{x) = — oo cuando para valores muy j: (\
X X=c” .
proximos a ¢, menores que ¢ 0 mayores que ¢, respectivamente, '

los valores de la funcién decrecen cada vez més.

El limite de una funcién f(x) cuando x

Calcula los limites laterales de la funcién flx) = X+ 1 enx=-—1. tiendeac por la izquierda es|l.

Se representa la funcion para estudiar qué valores toma f(x) para valores x@—’rm =i
muy cercanos a — 1 por la derecha y por la izquierda. El limite de una funcién f(x) cuando x

Limite por la izquierda: tiende a ¢ por la derecha es +ce.
lim_fx) = fim = =0 B p) = e
X —1" x=-1 X+ 1
Limite por la derecha:
im fx) = lim = +4oc0 Y,
x=-1" =1t X+ 1 Jim gl = 3
. ; 200
o X—1 six=1
Halla los limites laterales de g(x) = { . nx=n1.
de g0 —x+4 six>1° 7 1?\
o — ) ) 1 X
r : = - =1-1= \
Limite por la izquierda J@_g(x} ﬂ’? X =) 1=10 g6 =0

Limite por la derecha: lim gx) = Im(=x+4=-1+4=3
Los limites laterales no coinciden.

‘) Halla los limites laterales de las siguientes funciones 2% Indica cuéles son los limites laterales en x = —2

en los puntos indicados. de la siguiente funcién.
—2x + 1 X+4 six<-—-2

X
a) T_Tenx~1 b) mEﬂX—O f()()—[1_x2 sl x = =2



7.2. Limite de una funcién en un punto

El limite de una funcién f(x) cuando x Yy oo
tiende a un punto ¢ es un ntimero real L E
/ = Ii = :
cuando lim f(x) = lim f(x) e
lim f(x) = L —_T_’
xe ! X
De la misma manera, lim f(x) = 4000 —o0 "o
cuando los limites laterales son iguales ) el
a estos valores. L /'I
. . i . ; - . t |'
Si fz_{;;z f(x) fﬂan f(x), se dice que no existe o S
el limite de la funcién f(x) en el punto c. :

Determina el limite de la funcion f(x) = x> —1enx = 1.

Si se representa la funcién, se ve gue
en valores proximos a 1 por la derecha
y por la izquierda f tiende al valor 0.

lim 6= 1) = Jim (=1 =0

Es decir, Im =1 =0

Calcular el limite de una funcion en un punto

. - i X+2
Determina el limite de la funcion f(x) = %3
PRIMERO. Se sustituye en la funcidn x por el valor del cual se quiere calcular el limite.
Si se obtiene un numero, ese es el resultado del limite.

x+2 —1+2 i

——2 3

enx=—1yenx =2

Parax = —1: lim fix) = lim, 2

X+2 2+2 _4

Parax = 2: imfx) = lim = — =
“ = y—2"2-2 0
SEGUNDO. Si se obtiene oo, es necesario calcular 10s limites laterales.
20 20
. o, A2 ) . X+2
Parax = 2. lim f(x) = lim = —co lim fix) = lm ——— = +o°
x—2 x—=2 )g_.? x—2* X2 x_—_2
<0 >0

Jim fo) # lim flx) — No existe fim fx)

( ACTIVIDADES )

) Halla los limites de las funciones en los puntos indicados.

S o SN fx = 22
a) f(x) XZ_2X+3enx 1 X+ 3
= a x=2
b) fix) = = Xenx= —1

X+ 1 b) x =3

O

SE ESCRIBE ASI
El limite de una funcién f(x)
enelpuntocesL

limfx) =L

X=C
No existe el limite de una funcion
f(x) en el punto c.

3 mf

DATE CUENTA

Para comprobar el signo
de jirg_ f(x), se sustituye x

en la funcién por un valor

proximo a 2 y menor que 2.
X+2 1,99 + 2
= — <0
X=2 T 1,99—2
X =199
T &
CFx—2

Se hace lo mismo para ,””2. f(x).

x+2 20142
= >
X—2 T 201—2 ¢

x =20
o X2
lim = +o0
x=2t X — 2

%) Razona si existe 0 no el limite de la funcion
xX+3
Xx—2

en los puntos.
c) x=—3 e) x=—2
d) x=14 f) x= —4



9 Calcular el limite en una funcion definida a trozos

x—1 si x=—1

By A w e enx=—1yenx=0.

Calcula el limite de f(x) = {

PRIMERO. Se comprueba si en el punto cambia la expresion algebraica. Y

GEOGEBRA Q

Enx = —1 la expresion algebraica si cambia y en x = 0 no cambia.

fx)

SEGUNDO. Se calcula el limite teniendo en cuenta si cambia la expresién
algebraica o no.

® Si la expresion algebraica cambia, se calculan los limites laterales.

Jm 1) = Jm_ (=1 =~1=1=~2

lim f) = M (~2x¢+4) = ~2:(~1)2 + 4 = 2 - No existe el limite.

Los limites lateralesen x = —1

. ; o ; ; ; ; no coinciden.
| ® Sila expresion algebraica no cambia, se sustituye la variable x por el punto.
.'J'rr%f(x) = .'J'n’é(—Qx? +4)=-2:-0+4=14
0> —1

ae e . 0
7.3. Indeterminacion del tipo ry
Esta indeterminacion suele aparecer al calcular limites de cocientes de polino- B

Plx
mios, ) ,en un punto cen el que P(c) = 0y Q(c) = 0.Para resolverla hay
(x) Si un polinomio P(x) toma

que factorizar los polinomios del numerador y del denominador y simplificar. el valor 0enx = ¢, entonces

es divisible entre (x — c).
0 Pc) =0 = P) = X — C) P.lx)
Resolver limites con una indeterminacion del tipo s

2

B
Calcula lim -
x=1 x3—1

GEOGEBRA ﬁ

PRIMERO. Se determina si el limite presenta el tipo de indeterminacion %,
sustituyendo la variable por el punto.

Xr—1 . 12— 0

lim = —
=1 xd—1 13—1 0

SEGUNDO. Se factorizan los polinomios del numerador y del denominador
y se simplifica la fraccion algebraica.

im X e x4
=1 X — 1 k1 =N+ X+ 1) A XX+

TERCERO. Se vuelve a calcular el limite.

”-mxz_",- x+1 _ _1+1 2
=1 e Taqel 3 Los limites laterales en x = 1
o - coinciden.
( ACTIVIDADES )
@ Calcula el limite de f(x)enx =0yenx = 3. @ Halla el valor de los limites que aparecen
3—x six=<0 a continuacion.
) e X —2x? 2 oxt=1
fM=1X=2 gy 50 a) i 2 2 b) flim 3

X1 w1l X2 — 3% +2 x=-2 x*+ 8



8. Ramas infinitas. Asintotas

En la gréfica de una funcién pueden existir tramos en los que la funcién se
aleja indefinidamente. Estos tramos se llaman ramas infinitas de la funcién.

¢ Cuando una rama infinita se acerca indefinidamente a una recta, esa
recta se llama asintota, y la rama infinita, rama asintética.

¢ Cuando una rama infinita no se acerca a ninguna recta, se denomina

rama parabdlica.
"o e N Jm 10 = —co
Y T vT
| X X | X X
Jim fx) = +oo ‘ “n lim ) = +oo s }

8.1. Asintotas horizontales

Una funcion f(x) tiene una asintota horizontal en y = ksilim f(x) = k.

.~
tj‘ Calcular Las asintotas norizontales ae una runcion

2
Halla la asintota horizontal de la funcién f(x) = _Z:L‘l y estudia la posicién

de la rama infinita con respecto a ella. Ror 3K

GEOGEBRA 0

PRIMERO. Se calcula el limite de la funcion cuando x — co. Si el resultado es distinto
de +o0 0 — oo, |a funcion tiene una asintota horizontal.

_2x2—1 2 ) , )

Xhm 2 —x == 2 — f(x) tiene una asintota horizontal en y = 2.
SEGUNDO. Para determinar la situacién de la rama infinita con respecto a la asintota,
se calcula el signo de f(x) — k para valores de x positivos y negativos con valor
absoluto muy grande.

YA

2%+ 1 6x + 1

fx) — k = -2=

W X2 —3x X2 —3x
2 e
X = oo % >0 - f(x) por encima de la asintota. > y=2
X

- . .
X = —oo— % <0 — f(x) por debajo de la asintota.

ACTIVIDADES

) Pon un ejemplo de una funcién que cumpla que:
a) Tiene una asintota horizontaleny = 1.

b) Tiene una asintota horizontal eny = 2. a) 00 = 3"2 =1

¢) Tiene una asintota horizontaleny = —1. 2

d) No tiene asintotas horizontales. b) ) = %2_
# ¢Una funcién puede tener dos asintotas horizontales o Hig X2

diferentes? ¢Y tres? Xe=—i8x +5
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Asintotas verticales
Y
____________ b, < JRE
A
X X

Asintotas horizontales

CALCULADORA
Para saber como-se comporta
la funcién cuando x = + oo,
se dan valores muy grandes a x.
Por ejemplo, parax = 1000
se tiene:
6-1000 + 1

10002 — 3-1000
Se hace lo mismo con valores
negativos cuando x —» —oo.

>0

) Halla las asintotas horizontales de las funciones
que aparecen a continuacion.

il
o fg =21

X

X
€)= o —3

5—X
D= e+



8.2. Asintotas verticales
Una funcién f(x) tiene una asintota vertical en x = csilim f(x) = oo,

P

@} Calcular las asintotas verticales de una funcion racional

1—=X . 5
o estudia la posicién

Halla las asintotas verticales de la funcién f(x) =
de la rama infinita con respecto a ella.

PRIMERO. Se determinan las raices del denominador y se calcula el limite
de la funcion en ellas. Si el resultado es oo, la funcién tiene una asintota vertical
en ese punto.

X—2=0-x=2

1—X ) , )
fi e = oo — f(x) tiene una asintota vertical enx = 2.

SEGUNDO. Se hallan los limites 50 50
laterales para conocer la situacion fim—a—X — oo L S
de la rama infinita con respecto ~r X2 a2 X — 2

a la asintota. 0 -0

8.3. Asintotas oblicuas

Una funcion f(x) tiene una asintota oblicua en y = mx + n si:

limM=m¢0y£§pi[f(x)—mx] =pn

X0 x

r las asintotas oblicuas de una funcion

2
Estudia si la funcion f(x) = 2X —~1

tiene asintotas oblicuas.
X+1

_ L f )
PRIMERO. Se calcula el limite cuando x — <o de la expresién %) Si el resultado
£s un numero, m, distinto de 0, existe asintota oblicua.

GEOGEBRA 0
g

2x2—1
) ; + : 2 —
hm—fm:hm il =/rm2)§ 1=2#=0—>m=2
X=X x=es X X X2+ X

SEGUNDO. Si existe asintota oblicua, se calcula el limite de f(x) — mx.

DATE CUENTA

Al igual que en la asintota horizontal,
para determinar la posicion de

las ramas infinitas con respecto

a la asintota oblicua, se calcula

el signo de f(x) — (mx + n) cuando
X — +ooycuandox — —co,

, o [ext—1 =2 — 1
—mx] = lim — = _— =
pn 0= = | B 2a] = i P <2
Por tanto, f(x) tiene una asintota oblicua, que esy = 2x — 2.
) Halla las asintotas verticales de las siguientes @ Halla, si es que tienen, las asintotas oblicuas
funciones. de estas funciones.
x—1 xX—9 x 2x 30 + 2x
a) fix) o b) f(x) PR c) fix) © =1 a) fix) T ) fix) T c) f(x) =0



11, 9. Continuidad de una funcién

Una funcién f(x) es continua en un punto x = a si se cumple que:
o Existe f(a).
» Existelim f(x).
o f(a) = lim f(x).
Si una funcién no es continua en un punto, se dice que la funcién
presenta una discontinuidad en ese punto.

Una funcién es continua en un intervalo si es continua en todos
los puntos del intervalo.

9.1. Continuidad en las funciones elementales

» Las funciones polinémicas son continuas en todo K.

» Las funciones racionales no son continuas en los puntos que anulan el
denominador.

« Las funciones con radicales de indice par no existen en los valores que
hacen el radicando negativo. Si el fndice es impar, son continuas en todo R.

« Las funciones exponenciales son continuas en todo K.

e Las funciones logaritmicas no son continuas en los puntos en los que el
argumento del logaritmo es cero o un nimero negativo.

e De las funciones trigonométricas, la tinica funcién que no es continua es

f(x) = tgx, yaque noexisteen x = % + knconk € Z.

Estudiar la continuidad de una funcion elemental
Estudia la continuidad de estas funciones.

a) fx) = 1:; b) f0) = VX + 1 ¢) ) = log(x + 3)

PRIMERO. Se determinan los puntos en 1os gue la funcién no esté definida.

a) Funcion racional. No definida cuando se anula el denominador.
X—2=0-x=2

b) Funcién radical. No definida cuando el radicando es negativo.
X+1<0 -2 <=1

¢) Funcidn logaritmica. No definida para 0 y numeros negativos.
X+3=<0—-x=<-3

SEGUNDO. La funcién presenta discontinuidades en los puntos que se han calculado

y es continua en el resto.

a) ContinuaenR — {2} b) Continuaen[—1, +o°) ¢) Continuaen(—3, +0)

ACTIVIDADES )

1 Estudia la continuidad de las funciones que aparecen £7) Estudia la continuidad de las siguientes funciones.
a continuacion. 2x — 1 1
_— — X+ —_ —
A f=x? bf=vYx—4 0 fd=In(1-x) A fid=""— bDg=e™ o fg=sens—1

166



9.2. Tipos de discontinuidades

Discontinuidad evitable
Decimos que hay una discontinuidad evitable en a cuando existe lim f(x), es

decir, lim f(x) = lim f(x), pero ocurre una de estas dos condiciones:
X—a X—*a

« Ellimite no coincide con el valor de la funcién en ese punto.
J(a) # lim f(x)

¢ La funcién no estd definida en ese punto.

Discontinuidad de salto finito

Se produce cuando en un punto, a, no existe y
lim f(x) debido a que, aunque existen los
X—*a

limites laterales, estos no coinciden. ‘\
lim f(x) # lim f(x) | @

Discontinuidad de salto infinito

tiene una asintota vertical. Es decir, uno o

los dos limites laterales son infinito.
lim f(x) = %00 o lim f(x) = £oo \h

Existe cuando en un punto, a, la funcién YI

Estudia la continuidad de esta X4 3 six<=
funcién y clasifica sus puntos fog=1 x—2 of %% 1
de discontinuidad. Xt —

La funcién puede presentar puntos de discontinuidad en el punto de paso
de una expresion a otra, x = —1,y en los puntos gue anulan
el denominador de la funcién racional, x = 2y x = —2.

. e X—2 _2-2 0 ‘

Parax =2 lim 31710 No existe f(2).
Rt PN i: ST W
x=2 2 — 4 x-2 =D)(x +2) 2 X+2 4

Discontinuidad evitable. f(x) seria continua en x = 2 haciendo f(2) = %.

Parax = —2: Aunque anula el denominador de la funcién racional,
el punto x = —2 esta en la parte definida por x + 3,
luego la funcién es continua en este punto.

: ) X—2 —1 =2
Parax = —1. Iim +3==-14+3= fim =
ara Hir(x 3) 3=2 RS 3 il (—1)2— 4

ﬁrpj, fo) = Xﬁmr f(x) — Discontinuidad de salto finito

= |

( ACTIVIDADES )

é’f} Estudia la continuidad de estas funciones.

[
— 5 =1
8 fi = 2 b =1x >~
X 8w =i .

h

(@ # i.[r‘l’ fix)
Yi

/‘ -

a X

No existe f(a).

DATE CUENTA

« La discontinuidad evitable se llama

asi porque, redefiniendo el valor
de la funcién en ese punto,
la funcidn se vuelve continua.

» Siuna funcién racional tiene una

%

&

discontinuidad evitable en x = g,
la fraccion se puede simplificar
dividiendo entre (x — a).

La discontinuidad de salto finito es
frecuente en las funciones
definidas a trozos, en los puntos
en los que la funcién cambia

Su expresion algebraica.

En la discontinuidad de salto
infinito existe una asintota vertical
enx = a.

@ Indica los tipos de discontinuidad que presenta f(x).

six<2

2X—3 slix =2



